LES LOGARITHMES

Introduction historique

Il est courant d’entendre parler de « calculs astniques » pour souligner la difficulté de certatatuls.

La référence a I'astronomie dans ce domaine nasfqrtuite. Avant que ne soient inventées lesubeties ou les
ordinateurs, les astronomes ont toujours eu beseffectuer des calculs longs et parfois délicats.temps de
Newton (1643-1727) ou de Halley (1656-1742), aucoaehine automatique a calculer ne pouvait remplece
calcul « & la main ».

Un mathématicien, astronome et physicien écosdalis) NAPIER (1550-1617), plus connu en France sous
le nom de NEPER, inventa un procédé de calculpgez®rmant qu’utilisérent tous ceux qui avaient dakuls
longs et fastidieux a effectuer. Cette méthode aleut était encore enseignée en France il y a gesl@nnées,
avant la généralisation des calculettes, en clBsgainale notamment.

Les logarithmes décimaux

L'idée était au départ de remplacer les multipiaa par des additions et les quotients par destrsmtions.
Pour cela on associe deux suites de nombres setmhéma suivant :

1=10 — 0
10 = 10 — 1
100 = 16 — 2
1000 = 16 — 3

Remarque: La suite située & gauche des fleched, (10, 10, 1C, ...) est une progression géométrique de raison
10, la suite située a droite (0, 1, 2, 3,...) est progression arithmétique de raison 1. Le logarighd&cimal appa-
rait alors comme une fonction qui permet d’assooiee suite géométrique de raison 10 a une suitbradtique
de raison 1.
On étend le procédé aux puissances négatives de 10
0,1=10" - -1
0,01 =10 - 2
0,001=16¢6 — -3

Courbe représentative

La fonction ainsi définie (appeldegarithme décimalou logarithme vulgaire, et notée log ou pgermet
de transcrire le tableau précédent de la maniévarte :

log (1) =log (16) = 0

log (10) = log (16) = 1

log (100) = log (18 = 2

log (1000) = log (18 = 3

log (0,1) = log (10) = -1

log (0,01) = log (18) = -2
log (0,001) = log (16) = -3

On peut étre amené a construire la courbe repadsentle cette fonction ; en voici I'allure :
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Propriétés des logarithmes

1) On va retrouver ici la propriété fondamentals ldgarithmes (isomorphisme) par un exemple simple
On a vu que log (10) = 1, log (3G 2 et log (18) = 3.

On sait par ailleurs que : 3=1 + 2 ef £010 x16

On peut donc écrire :

log(10) + log(10?) =1+ 2
= Iog(103)
=log(10x10?)
En résumdog(10) + log(10? ) =log(10x10?).

Cette propriété est générale eta sitb sont des nombres réels strictement positifs
lloga +logb =log(ab)|

2) Les autres propriétés des logarithmes se dédudsecelle-ci. Elles sont :

a . .
IogB =loga-logb (a etb sont strictement positifs)
loga" =nloga (aest strictement positify est un entier positif)

log a== loga (a est strictement positify est un entier strictement positif)
n

3) Application a la recherche du logarithme d’'umtoe strictement positif.
Pour les nombres qui ne sont ni 1, ni 10, ni 100on.utilise une table de logarithmes qui fournie yoartie
du logarithme du nombre (que I'on appelle mantisa#jsi :
log 2 = 0,30 103
Le logarithme de 2 se compose de deux parties :
= une partie entiére (0), qui indique I'ordre de gleuwr du nombre (ici il est compris entre 1
et 10) ; c’est laaractéristique;
= une partie décimale (30 103), qui porte le norm@mtisseet qui est lue sur la table.
On peut déduire le logarithme de 20 de I'exempéz@dent :
20=2x10
Donc, en employant la propriété fondamentale dgarithmes :
log 20 = log (2 x 10) = log 2 + log 10 = 0,30 103 = 1,30 103
De facon plus générale, on obtient simplementdgarithmes suivants :
log 200 = 2,30 103
log 2 000 = 3,30 103

Dans le cas des nombres inférieurs a 1 on aura :
log 0,2 =log (2 x 18) = log 2 + log (1) = 0,30 103 + (-1) = -0,69 897



Comme on le verra ci-dessous, ce dernier logarithect encore s’écrire 130103.

Dans cette derniére écriture, la mantisse estipegt la caractéristique est algébrique. Son saghéndiqué
(lorsqu’il est négatif) au-dessus. Lorsqu’on effiectin calcul, on fait toujours la somme (arithmdg)gdes mantis-
ses et la somme algébrique des caractéristiquea permet d’accélérer considérablement les calculs

Cologarithme

. a , .
Dans le cas du calcul d’'un quotlegt on sait que 'on doit calculer lag— logb.

On répugne généralement a effectuer des soustractmur les éviter, on remplace un logarithme tiféga
par sorncologarithmequi est défini de la maniere suivante : on chaleeigne la caractéristique et on lui ajoute -1

(écrit sous la form&), puis on retranche tous les chiffres de la maat#&9 et le dernier de droite a 10, ainsi :

Iog% =-log2 =-030103= 1,69897= colog?2

Conséguences pratiques

La propriété fondamentale des logarithmes monteeppur effecteur un produdtb de deux nombres stric-
tement positifs, il suffit d’ajouter leurs loganities.

Exemples

1) Calculer, en utilisant une table de logarithmésimaux a 5 décimales, le produit suivant :

P=21x86

On dispose les calculs selon le schéma suivant :

log 21 = 1,32 222 1,32 222

log 86 = 1,93 450 + 1,93 450
On lit sur la table : 3,25 672

3,25 672 =log 1 806
doncP = 1 806

Remarque

Si I'on effectue le calcul a la main, on
trouve bien qul x 86 = 1 806.

2) Calculer, en utilisant une table de logarithmésimaux, I'expression suivante :

M = 2574x 5
V375

log 25,75 =1,41 078 log 5=0,69 897 d'ou 12 log 5 = 12 x 0,69 897
log (5% = 8, 38 764 =8,38 764
log L = 271298 log 375 = 2, 57 403 d’0t[og\/375—1 x 257403 =1,28 702

V375 ’ 2 ’
_________________________ 1 _

_ et enfinlog =colog+/375= 2,71298
log M =8,51 140 \/375
M = 3,2445 x 19
Remarque
Si I'on effectue le calcul avec un
ordinateur, on trouve que
M = 3,245 136 43 x 0




Autres utilisations

1) Les logarithmes décimaux interviennent dansatehmeuses formules de physique, notamment en astro-
physique, avec I'expression de la magnitude abstluee étoile :M =-25logL +C ouL est la luminosité de

I'étoile etC une constante.

2) Certaines représentations graphiques de forscpodsentent la particularité d’avoir une tres deaéten-
due de valeurs a placer en abscisse (ou en ordorif@@ rendre de tels graphiques lisibles, onsetitles repré-
sentations semi-logarithmiques. Ainsi la transmisglu rayonnement électromagnétique dans I'atmospubit-
elle des variations tres différentes, suivant ¢ue $e trouve dans le domaine des tres courtesitang d'onde (le
nanometre) ou dans le domaine métrique. Pour pouepiésenter 'ensemble du phénomene, on utitisgbscis-
se une échelle logarithmique pour décrire I'ensendiels longueurs d’onde.
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Longueur d'onde
Courbe de transmission du rayonnement en fonction de l'altitude
En dessous de la courbe, moins de 1% du rayonnement est transmis

Exemple de graphique utilisant une échelle logamitiue en abscisse : la trans-
mission atmosphérique suivant le domaine de lamgdiende.

3) D’autres utilisations des logarithmes ont accagme les études de ceux qui s’adonnaient aux rcese
exactes » : les fameuses regles a calcul.

T ]

-k
Wi =
L LI

L] L) T " &
[ LiETo - gl

Leur principe repose aussi sur les logarithmes glkaduations sont faites en logarithmes. Pouripfiett
deux valeurs, on additionne des longueurs. Un aums@bile sert a effectuer des lectures. Les ordeegrandeur
devaient étre évalués mentalement.



